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Вариант деформационной теории 

пластичности бетона в плоском напряжённом состоянии 

Аннотация. Железобетон как один из основных материалов для широкого класса 

строительных конструкций гражданского, промышленного и транспортного назначения 

обладает рядом специфических свойств: физическая нелинейность, анизотропия, 

трещинообразование. Поведение железобетона в упругопластической стадии до его 

разрушения в большей степени характеризуется деформированием бетона. Показано, что 

физическая нелинейность бетона обусловлена пластическими деформациями, которые 

характерны для различных видов напряженного состояния. Для трёхосного напряжённого 

состояния система уравнений в механике деформируемого твёрдого тела включает две группы 

формул, которые объединяют девять уравнений, в которые входят 15 неизвестных (три 
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перемещения, шесть компонент деформаций и шесть компонент напряжений). Для того, чтобы 

система оказалась замкнутой, необходимо дополнить её шестью уравнениями. Такими 

уравнениями являются основные физические соотношения, которые связывают шесть 

компонент напряжений с шестью компонентами деформаций. Использование линейных 

зависимостей между напряжениями и деформациями вносит наибольшую погрешность в 

оценку напряжённо-деформированного состояния (НДС) конструкций, изготовленных из 

материалов, обладающих свойствами нелинейно деформируемых тел. В этой связи, чем 

правильнее отражают определяющие соотношения физический закон, по которому материал 

сопротивляется различным видам деформаций, тем меньшая погрешность будет допущена в 

оценке НДС конструкций. В статье предложен новый подход к построению основных 

физических соотношений, основанный на инвариантном решении задач механики 

деформируемого твердого тела для бетона, находящегося в плоском напряженном состоянии. 

Показано соответствие предлагаемых зависимостей реальному напряженному и 

деформируемому состоянию материала. 

Ключевые слова: бетон; железобетон; пластичность; деформационная теория; 

напряженное состояние 

 

Железобетон как один из основных материалов для широкого класса строительных 

конструкций гражданского, промышленного и транспортного назначения обладает рядом 

специфических свойств: физическая нелинейность, анизотропия, трещинообразование. Для 

изготовления железобетонных конструкций используются бетоны различных видов 

(высокопрочные, самоуплотняющиеся, порошково-активированные и т. д.), обладающие 

разнообразными физико-механическими свойствами [1–8]. Поведение железобетона в 

упругопластической стадии до его разрушения в большей степени характеризуется 

деформированием бетона. Именно гипотезы и предпосылки, заложенные в математическую 

модель бетона, определяют точность и надёжность результатов расчётов при использовании 

даже самых универсальных аппаратов механики деформируемого твёрдого тела. 

Физическая нелинейность бетона обусловлена пластическими деформациями, которые 

характерны для всех возможных видов напряжённого состояния. 

Для трёхосного напряжённого состояния система уравнений в механике 

деформируемого твёрдого тела включает две группы формул [9–11]. Первая группа три 

уравнения равновесия сил бесконечно малого объёма. Вторая группа из шести уравнений 

(уравнения Коши) отражает связь между перемещениями и деформациями в рассматриваемом 

объёме. Таким образом, эти группы объединяют девять уравнений, в которые входят 15 

неизвестных (три перемещения, шесть компонент деформаций и шесть компонент 

напряжений). Для того, чтобы система оказалась замкнутой, необходимо дополнить её шестью 

уравнениями. Такими уравнениями являются основные физические соотношения, которые 

связывают шесть компонент напряжений с шестью компонентами деформаций. Первые девять 

уравнений являются математически строгими [11]. Ошибка, вызванная их линеаризацией [11] 

возникает лишь при больших перемещениях, что не является характерным для большинства 

строительных конструкций. 

Использование линейных зависимостей между напряжениями и деформациями вносит 

наибольшую погрешность [11] в оценку напряжённо-деформированного состояния (НДС) 

конструкций, изготовленных из материалов, обладающих свойствами нелинейно 

деформируемых тел. В этой связи, чем правильнее отражают определяющие соотношения 

физический закон, по которому материал сопротивляется различным видам деформаций, тем 

меньшая погрешность будет допущена в оценке НДС конструкций. 
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Зависимости между напряжениями и деформациями, отражающие процесс нагружения 

должны строиться так, чтобы предельные величины напряжений,  определяемые этими 
зависимостями, принадлежали предельной поверхности прочного сопротивления бетона, а 

также учитывали развитие в нём упруго-пластических деформаций. 

Исходя из общих подходов к построению предельной поверхности (критерия 

прочности) бетона [12] используются три инвариантные величины тензора напряжений: 1(), 

J2(D) и J3(D). Первый инвариант связан со средним нормальным напряжением 0 на 

октаэдрической площадке, равнонаклонённой к направлениям главных напряжений 1, 2, 3: 

1() = 1 + 2 + 3 = 30 (1) 

С девиатором напряжений J2(D) связывается касательное напряжение 0, действующее 

на той же октаэдрической площадке: 

𝜏0=
1

3
√(𝜎1 − 𝜎2)2 + (𝜎2𝜎3)2 + (𝜎3 − 𝜎1)2 = √

2

3
𝐽2(𝐷𝜎) (2) 

Известно, что 0 и 0 являются инвариантами, не зависящими от ориентации площадки, 

и остаются неизменными при повороте осей координат. С геометрической точки зрения 

величина 0 определяет положение девиаторной плоскости, которая перпендикулярна к оси 0, 

а октаэдрическое касательное напряжение 0 – величину радиуса-вектора, лежащего в этой 

плоскости. Расположение на октаэдрической площадке характеризует параметр Лоде-Надаи , 

который определяет вид напряжённого состояния. При совпадении положения 

радиуса-вектора 0 с проекциями осей 1, 2, 3 на девиаторную плоскость параметр 

Лоде-Надаи  изменяет своё значение в пределах 600 от +1 до -1. 

Если оценивать положение радиуса-вектора 0 на октаэдрической площадке углом по 

отношению к проекциям осей 1, 2, 3 на эту площадку, то следует, что угол изменяется от 00 

при  = +1 до 600 при  = -1. Введём  – угол вида напряжённого состояния [13], так, чтобы 

 = 00 при  = 0. Несложно показать, что параметр связан с величиной  соотношением 

 = √3tgσ (3) 

Учитывая границы изменения параметра Лоде-Надаи в пределах -1    +, величина 

 будет изменяться в диапазоне -     

Величина  может быть определена из выражения [13] 

𝑠𝑖𝑛3𝜓𝜎 = −
3√3

2

𝐽3(𝐷𝜎)

√[𝐽2(𝐷𝜎)]
3
 (4) 

где J3 (D) – третий инвариант девиатора напряжений. 

Для плоского напряжённого состояния формула (4) преобразуется к виду 

𝑠𝑖𝑛3𝜓𝜎 = −
3√3

2

𝜎0

√𝐽2(𝐷𝜎)
[1 −

𝜎0
2

√𝐽2(𝐷𝜎)
] (5) 

Учитывая (2) выражение (5) будет представлено следующим образом: 

𝑠𝑖𝑛3𝜓𝜎 = −
3

√2

𝜎0
𝜏0
[1 −

2

3
(
𝜎0
𝜏0
)
2

] (6) 

Как видно из (6), в плоском напряжённом состоянии достаточно иметь два инварианта 

0 и 0. При этом в качестве параметра, характеризующего вид напряжённого состояния, 
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целесообразнее применять не угол , а отношение  = . С этим отношением удобнее 

работать, так как для каждого вида напряжённого состояния оно сохраняет постоянное 

значение, а именно: при одноосном растяжении  = √2/2, чистом сдвиге  = 0, одноосном 

сжатии  = -√2/2 . Пределы изменения величины  составляют от √2  при равномерном 

двухосном растяжении до -√2  при равномерном двухосномсжатии. При этом компоненты 

главных напряжений 1 и 2, выраженные через параметр  и, например, через параметр  

можно определить по формуле 

𝜎1,2 =
√3

2
𝜏0 (√3𝜉 ± √2 − 𝜉2) (7) 

Деформационные зависимости бетона для различных видов напряжённого состояния 

являются нелинейными. Отличаются они по уровню развития упруго-пластических 

деформаций. Это явление характеризуется коэффициентом Лоде-Надаи по деформациям . 

Можно показать, что в силу малых деформаций для плоского напряжённого состояния в 

поперечном направлении ими можно пренебречь. Тогда параметром аналогичным 
σ0

τ0
 для 

оценки упруго-пластического сопротивления бетона служит соотношение  = 
ε0

γ0
. Здесь, 0 – 

октаэдрическая нормальная (средняя) деформация; 0 – октаэдрическая деформация сдвига. 

В случае линейно-упругого будет выполняться условие: 

3𝐾0𝜁(𝐺0𝜉)
−1 = 1 (8) 

где 𝐾0 – начальный объёмный модуль упругости; 

𝐺0 – начальный модуль сдвига. 

Это условие соответствует основному закону в классической механике деформируемого 

твёрдого тела 9 – закону пропорциональности девиатора напряжений девиатору деформаций 

в упругом трёхмерном пространстве: 

𝜎𝑖𝑗 − 𝛿𝑖𝑗𝜎0 = 2
𝜏0
𝛾0
(𝜀𝑖𝑗 − 𝛿𝑖𝑗𝜀0) (9) 

где ij = 11, 22, 33, 12, 13, 23; 

ij – символ Кронекера (ij= 1 при i = j, ij = 0 при i  j); 

ij – тензор напряжений; 

ij – тензор деформаций. 

Для плоского напряжённого состояния оно определяет коллинеарность векторов 𝜏0 и 0 

при отсутствии деформаций или их чрезвычайной малости в третьем направлении 

(ортогональном к плоскости). 

Наличие же третьей компоненты деформаций 33 приводит к плоскому обобщённо-

деформированному состоянию и может оказаться решающим в развитии пластических 

деформаций, нарушении сплошности и разрушении бетона при двухосном сжатии (точнее, при 

величинах   ) плоских железобетонных конструкций. В области растягивающих 

напряжений и чистого сдвига   0 величиной нормальной деформации 33 в силу её 

незначительности (по сравнению с областью сжатия по крайней мере на порядок) можно 

пренебречь. Очевидно, что появление третьей нормальной деформации приведёт к нарушению 

условия (3), так как между векторами τ0  и 0 возникнет угол  (сдвиг фаз), определяемый 

разностью углов вида напряжённого состояния  и углом вида деформированного состояния 
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. При этом для простого нагружения отношение  = 0 постоянно, а величина  = 0/0 

является переменной. Тем не менее, для плоского напряжённого состояния мерой отклонения 

векторов τ0 и 0 друг от друга в девиаторной плоскости (неколлинеарности векторов) будет 

служить отношение (
𝜀0
𝛾0⁄ )((𝐺0)/(3𝐾0))

−1
≠ 1 или некоторое обобщённое уравнение: 

𝜂 = (
𝜀0
𝛾0⁄ ) (

(𝐺0)
(3𝐾0)
⁄ )

−1

=𝑓(𝜉, 𝜎𝑖𝑗) = 𝑓1(𝜉, 𝜎0̅̅ ̅, 𝜎0) (10) 

Функция  характеризует не только сдвиг фаз между векторами τ0 и 0, но и служит 

мерой развития пластических деформаций в материале. Введение функции (10) позволяет 

представить уравнения от (𝜀0𝜎0,𝛾0 ~𝜏0) 12 в виде: 

𝜀0 = 𝜂𝜓
𝜎0

3𝐾0
, (11) 

𝛾0 = 𝜓
𝜏0

𝐺0
. (12) 

Здесь параметр  определяет развитие пластических деформаций между девиаторными 

частями 𝜏0 и 0. Безусловно, его влияние вместе со сдвигом фаз сказывается и на объёмной 

деформации. 

Тогда зависимости между напряжениями и деформациями могут быть рассчитаны по 

известным формулам закона Гука: 

𝜀11 = (𝜎11 − 𝜇
∗𝜎22)/

, 𝜀12 = (2(1 + 𝜇
∗) 𝜎12)/𝐸

∗ и т. д., (13) 

где величины 𝐸∗ и 𝜇∗являются переменными упругими параметрами и определяются по 

формулам 

𝐸∗ =
3𝐸0

𝜓((1−2𝜇0)+2(1+ 𝜇0))
, (14) 

𝜇∗ = 
1−(1−2𝜇0)/(1+𝜇0)

2+(1−2𝜇0)/(1+ 𝜇0)
 (15) 

Задачи деформационной теории пластичности бетона, находящегося в плоском 

напряжённом состоянии, сводятся к последовательному решению линейных задач с 

переменными параметрами упругости 𝐸∗ и 𝜇∗. 

При необходимости определения компоненты 33 можно воспользоваться выражением 

𝜀33 = 
(1 − 𝜇0)− (1 + 𝜇0)

3𝜀0
(𝜎11 + 𝜎22) (16) 

В случае применения шаговых алгоритмов зависимости между приращениями 

компонент деформаций (ij) и приращениями компонент напряжений (ij) могут быть записаны 

в виде, подобном выражениям (8). 

При этом упругие параметры, отвечающие каждому шагу нагружения, определяются по 

формулам: 

{
 
 

 
 𝐸𝑘

∗ =
3𝐸0(𝜂

′𝜓 + 𝜓′𝜂)𝜓′

(1 − 2𝜇0)𝜓′𝜑1 + 2(1 + 𝜇0)(𝜂′𝜓 + 𝜓′𝜂)𝜑1

𝜇𝑘
∗ =

(1 − (1 − 2𝜇0)𝜓
′𝜑1)[(𝜂

′𝜓 + 𝜓′𝜂)𝜓1(1 + 𝜇0)]
−1

(2 + (1 − 2𝜇0)𝜓′𝜑1)[(𝜂′𝜓 + 𝜓′𝜂)𝜓1(1 + 𝜇0)]−1

 (17) 

В формулах (12) 1 и 1 – параметры, учитывающие погрешность шаговой 

линеаризации для законов  - 0 и 𝜏0 - 0. 
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Выбор уравнений для функций  и , характеризующих развитие нелинейных 

деформаций в бетоне, находящемся в условиях плоского напряжённого состояния, 

основывается на следующих гипотезах и предпосылках: 

• относительное изменение объёма 0 является непрерывной нелинейной функцией 

среднего напряжения  и вида напряжённого состояния ; 

• сдвиг на октаэдрических площадках 0 является непрерывной нелинейной 

функцией октаэдрического касательного напряжения 𝜏0  и вида напряжённого 

состояния ; 

• основные физические соотношения в начальной точке деформирования должны 

соответствовать формулам теории линейной упругости; 

• обеспечивается возможность непосредственного перехода в предельном 

состоянии от кривых деформирования к условию прочности бетона. 

Рассматривая развитие объёмных нелинейных деформаций (рис. 1а) в зависимости от 

относительного уровня 𝜎0
∗ = 𝜎0𝜎̅0

−1 (здесь 𝜎̅0  – предельное значение 𝜎̅0 ), параметра  для 

бетонов разной прочности (В20…В70), по данным экспериментальных исследований [12] 

можно выделить такие характерные отличия кривой  - 0.При низких уровнях σ0
∗  (  0) 

кривая близка к линейной зависимости. Для больших значений σ0
∗  прослеживается 

существенная нелинейность, причём до уровня 𝜎0
∗ = 𝑘𝑇

0 =0,7…0,8 кривая выпукла, а выше него 

до 𝜎0
∗ = 1/𝑘𝑇

𝜈(𝑘𝑇
𝜈 ≥ 1) вогнута. Можно считать, что вблизи 𝜎0

∗ = 𝑘𝑇
0 = 0,7…0,8 находится точка 

образования микротрещин [14], а уровню σ0
∗  = 1/𝑘𝑇

𝜈 соответствует образование макротрещин. 

Этап деформирования, связанный с развитием дилатации бетонных образцов, позволяет 

отметить, что максимальное значение октаэдрическое нормальное напряжение достигает в 

точке пересечения кривой  - 0 и прямой  = 3К00. При напряжениях    кривую  - 0 

отличает слабая нелинейность. Для этой области характерным является совпадение границ 

микро- и макротрещино-образования. 

Зависимостям 𝜏0 - 0 (рис. 1б) в области растягивающих напряжений и чистого сдвига 

(  ) отвечает слабая нелинейность, а максимальным деформациям соответствует 

образование макротрещин. При значениях    кривые 𝜏0  - 0 существенно нелинейны, а 

предельные деформации превышают деформации макротрещино-образования. 

а) б)  

Рисунок 1. Общий вид зависимостей:  - 0 – (1а);  -  – (1б) 
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В качестве аналитического выражения параметра  примем функцию вида  

𝜂 = 1 − (1 − 𝜂̅)(𝜎0(𝜎̅0)
−1)𝑘 (18) 

Постоянную 𝑘 определим из предположения близости величины  к единице в области 

нижней границы микротрещинообразования, характеризуемой 𝜎0
∗ = 𝑘𝑇

0  = 0,7…0,8 [13; 14]. 

Тогда имеем 

− (19) 

Значение 𝜂̅ можно определить по формуле 

𝜂̅ = 1 − (1 −
√2𝑅𝑏
3𝐺0𝛾̅0𝑐

)(
3𝜏̅0

√2𝑅𝑏
)

𝑚

 (20) 

Теоретические кривые, полученные по выражению (8) и соответствующие различным 

значениям , приведены на рис. 2. Здесь же изображены экспериментальные точки, полученные 

по опытным данным Х. Купфера. 

 

Рисунок 2. Теоретические кривые функции 

 в сравнении с экспериментальными данными Х. Купера 

В формуле (15) величина 𝛾̅0𝑐  соответствует предельному сдвигу на октаэдрических 

площадках при одноосном сжатии, т. е. при 𝜏̅0(𝑅𝑏)
−1 = √2 3

⁄ . Константа m может быть 

определена в предположении выполнения при двухосном сжатия условия 

𝛾̅0 = −3𝜉𝜏̅0(𝑅𝑏)
−1𝛾̅0𝑐 (21) 

Тогда, учитывая, что при двухосном равномерном сжатии 𝜉 = −√2 , а 

𝜏̅0(𝑅𝑏) = √2𝑅̅2𝑐(3𝑅𝑏)
−1, получим 

𝑚 = 𝐼𝑛((
3√2𝐺0𝛾̅0𝑐

𝑅𝑏
− 1)(

3√2𝐺0𝛾̅0𝑐
𝑅𝑏

− 2)

−1

)(𝐼𝑛(𝑅2𝑐(𝑅𝑏)
−1))

−1
 (22) 

В области растягивающих напряжений при  значения  принимаются равными 

единице. 
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В проведённых исследованиях [12] показано, что для аналитического выражения 

функции пластичности  в зависимости от инвариантов 𝜏0  - 0 целесообразно использовать 

модернизированную формулу В.В. Соколовского 12. Тогда получим  

 = [1 + 𝜏0
2(𝛾̅0

2𝐺0
2)−1 − (𝜏0(𝜏̅0)

−1)2]−0,5 (23) 

где 𝛾̅0  – сдвиг на октаэдрических площадках, отвечающий предельному значению 

октаэдрического напряжения (𝜏̅0). 

Если учесть, что объёмные деформации в момент разрушения (при   ) по опытам 

многих исследователей близки к значениям, то, введя величину 𝜂̅, характеризующую значение 

функции (10) при предельном напряжении 𝜎̅0, можно записать 

𝛾̅0 = 𝜏̅0(𝐺0̅)−1 (24) 

Окончательно аналитическое выражение (18) для параметра , характеризующего 

развитие неупругих деформаций в зависимости 𝜏0 - 0, будет представлено в виде  

 = [1 + (̅2 − 1)(𝜏0(𝜏̅0))
2
]
−0,5

 (25) 

Величины предельных октаэдрических деформаций 𝛾̅0, входящие в уравнение (18), для 

определения  в зонах «растяжение – сжатие» одноосного и двухосного сжатия определяются 

соотношением 

𝛾̅0 =  
𝛾̅0𝑐
𝑓()

 (26) 

Теоретические кривые 0 -  и 𝜏0 - 0, полученные по предложенному выше подходу, в 

сравнении с результатами экспериментальных исследований Х. Купфера 15–17 приведены на 

рис. 3–5. 

 

Рисунок 3. Теоретические и экспериментальные зависимости 0 - 0 
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Рисунок 4. Теоретические и экспериментальные зависимости  -  

 

Рисунок 5. Зависимости  -  для бетона по экспериментам Х. Купфера 

Анализируя представленные экспериментальные и теоретические зависимости 0 -  и 

𝜏0  - 0, а также ii для плоского напряжённого состояния можно отметить их вполне 

удовлетворительное соответствие. 

 

Выводы 

В статье предложен новый подход к построению основных физических соотношений, 

основанный на инвариантном решении задач механики деформируемого твёрдого тела для 

бетона, находящегося в плоском напряжённом состоянии. Показано соответствие 

предлагаемых зависимостей реальному напряжённому и деформируемому состоянию 

материала. 
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Version of the deformation theory 

of plastic ductility of concrete in a plane stress state 

Abstract. Reinforced concrete as one of the main materials for a wide class of building 

structures for civil, industrial and transport purposes has a number of specific properties: physical 

nonlinearity, anisotropy, and crack formation. The behavior of reinforced concrete in the elastoplastic 

stage before its destruction is more characterized by deformation of concrete. It is shown that the 

physical nonlinearity of concrete is due to plastic deformations, which are characteristic of various 

types of stress state. For a triaxial stress state, the system of equations in the mechanics of a deformable 

solid, it includes two groups of formulas that combine nine equations that include 15 unknowns (three 

displacements, six strain components, and six stress components). In order for the system to be closed, 

it is necessary to supplement it with six equations. Such equations are the basic physical relationships 

that relate the six stress components to the six strain components. The use of linear relationships 

between stresses and strains introduces the greatest error in the assessment of the stress-strain state 

(NDS) of structures made of materials with the properties of nonlinearly deformable bodies. In this 

regard, the more correctly the physical law defining the correlation reflects the material, according to 

which the material resists various types of deformations, the less error will be allowed in the 

assessment of the NDS of structures. The article proposes a new approach to the construction of basic 

physical relationships based on an invariant solution to the problems of mechanics of a deformable 

solid for concrete in a plane stress state. The correspondence of the proposed dependences to the real 

stress and deformable state of the material is shown. 

Keywords: concrete; reinforced concrete; plasticity; deformation theory; stress state 
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