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Аннотация. Статья посвящена моделированию 

поведения бесконечно-длинной балки, лежащей на 

сплошном упругом основании, при действии 

сосредоточенной подвижной нагрузки. Моделирование 

произведено в контексте определения воздействия 

высокоскоростного подвижного состава на верхнее 

строение пути. При разработке метода решения задач 

использованы известные положения теории 

упругости, теории распространения волн, теории 

функций комплексной переменной, а также 

интегральные преобразования обобщенных функций. 

Подвижная сосредоточенная сила представлена 

δ-функцией Дирака. Для решения уравнения 

движения и определения прогибов балки 

используется интегральное преобразование Фурье. 

Для вычисления значений прогибов в пространстве 

оригиналов применяется контурное интегрирование с 

помощью теоремы Коши о вычетах. Определен 

общий вид зависимости прогибов в балке от скорости 

движения нагрузки. Показано, что значения прогибов 

балки возрастают с увеличением скорости подвижной 

нагрузки. Показано, как скорость движения нагрузки 

влияет на характер зависимости прогиба балки от 

времени. Решения приведены для моделей балок на 

упругом основании Эйлера-Бернулли, Рэлея и 

Тимошенко. Произведено сравнение поведения 

рассмотренных математических моделей. Показано, 

что характер взаимодействия балки с подвижной 

нагрузкой, значения прогибов, а также характер 

достижения критических скоростей несущественно 

различаются для рассмотренных моделей балок. 

Проанализирован характер достижения максимального 

прогиба в области приложения подвижной нагрузки. 

Показано, что максимальные значения прогибов 

балок на упругом основании возникают за 

движущейся нагрузкой. Представленная методика 

может быть использована для оценки воздействия 

подвижного состава на верхнее строение пути, в том 

числе при проектировании высокоскоростных линий. 
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Abstract. The paper is dedicated to modelling the 

behaviour of an infinitely long beam resting on a solid 

elastic foundation under the concentrated moving load 

effect. The modelling is carried out in the context of 

determining the high-speed vehicle stock impact on the 

track structure. When developing the method of 

problem solving, the known elasticity theory factors, 

wave-propagation theory, complex variable theory, as 

well as integral transformations of generalised functions 

were used. The mobile concentrated force is represented 

by the Dirac delta function. The Fourier’s integral 

transformation is used to solve the equation of motion and 

determine the beam defect. Contour integration using 

Cauchy residue theorem is applied to calculate the defect 

values in the original space. The general dependence form 

the beam defect on the load velocity is determined. It is 

shown that the defect values in the beam increase with 

moving load increasing speed. It is shown how the 

moving load velocity affects the character of the beam 

defect time dependence. Solutions are given for 

Euler-Bernoulli, Rayleigh and Timoshenko models of 

beams on an elastic base. The considered mathematical 

models behaviour is compared. It is shown that the 

character of beam interaction with the moving load, the 

defect values, as well as the reaching critical velocities 

character do not differ significantly for the considered 

beam models. The character of reaching the maximum 

defect in the application area of the mobile load is 

analysed. It is shown that the maximum defect values of 

beams on an elastic base occur after the moving load. The 

presented methodology can be used to evaluate the impact 

of rolling stock on the track structure, including the design 

of high-speed lines. 

Keywords: dynamics of structures; moving load; beam 

on an elastic foundation; Euler-Bernoulli beam; Rayleigh 

beam; Timoshenko beam; generalized functions; Fourier 

transform; residue theory 
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Введение 

Introduction 

Задача моделирования динамических воздействий подвижной 

нагрузки на изгибаемые элементы находит широкое применение в области 

проектирования транспортных объектов. Корректное описание поведения 

элементов конструкций при действии такой нагрузки является 

необходимым условием для достижения необходимого уровня 

надёжности и безопасности. Данный вопрос становится все актуальнее в 

связи с возрастанием скоростей движения, особенно в области 

железнодорожного транспорта [1–4]. 

Развитие численных методов, в частности, появление и широкое 

распространение метода конечных элементов позволило достаточно 

подробно моделировать различные конструктивные системы под 

влиянием различных внешних воздействий. К примеру, в работе [5] МКЭ 

применяется для анализа влияния различных транспортных средств и 

различных типов неровностей покрытия ездового полотна на динамику 

мостовых сооружений. В [6] исследовано влияние различных дефектов 

рельсового пути на частоты собственных колебаний конструкций. 

Комбинация методов конечных и граничных элементов, представленная в 

[7], применяется для анализа трёхмерной модели железнодорожного пути. 

При этом рассматривается влияние таких параметров, как жёсткость 

балластной призмы, неподрессоренная масса подвижного состава, 

качество пути и жесткость основания. 

Наличие такого гибкого и хорошо формализованного вычислительного 

аппарата, тем не менее, не отменяет необходимости развития 

аналитических методов исследования поведения конструкций под 

нагрузкой. В первую очередь, аналитический подход при решении 

возникающих в инженерной практике задач позволяет расширить 

понимание физических основ явлений и процессов, имеющих место в 

конструктивных элементах, тогда как использование численных методов 

иногда может напротив затруднить это понимание. Кроме того, наличие 

непротиворечивой и обоснованной теории, возможность выразить 

искомые функции в аналитическом виде часто бывают необходимы при 

решении наукоёмких задач, к примеру задач оптимизации. 

Методика, основанная на применении таких инструментов, как 

интегральное преобразование Фурье, контурное интегрирование с 

использованием теории вычетов [8], дельта-функция Дирака [9], 

рассматривалась ранее в работе [10] на примере анализа балки 

Эйлера-Бернулли. В рамках работы были исследованы различные 

варианты математических моделей верхнего строения пути. 
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В настоящей работе производится сравнение результатов, 

полученных для трех моделей балок — балки Эйлера-Бернулли, балки 

Рэлея и балки Тимошенко. Рассматриваемая в статье задача о колебаниях 

бесконечно длинной балки на упругом основании при движении по ней 

сосредоточенной силы отражает прикладную задачу моделирования 

воздействия колёсной пары на верхнее строение пути 1  [11–12]. 

Предлагаемая методика позволяет решать широкий класс подобных задач 

и может быть эффективно использована в инженерной практике. 

1. Постановка задачи 

1. Research objective 

Рассмотрим бесконечно длинную балку, лежащую на сплошном 

упругом основании, под действием движущейся с постоянной скоростью 

сосредоточенной силы P (рис. 1). 

 

Рисунок 1. Расчётная схема 

рассматриваемой балки (расчетная схема составлена авторами) 

Figure 1. Design diagram of the considering 

beam (design diagram compiled by the authors) 

В настоящей статье рассматриваются три модели изгибаемой балки: 

Тимошенко2 (1) Рэлея3 (2) и Эйлера-Бернулли4 (3): 

𝐸𝐼
𝜕4𝑢

𝜕𝑥4 − 𝜌𝐼
𝜕4𝑢

𝜕𝑥2𝜕𝑡2 −
𝜌𝐸𝐼

𝛾𝐺

𝜕4𝑢

𝜕𝑥2𝜕𝑡2 +
𝜌𝐼

𝛾𝐺

𝜕4𝑢

𝜕𝑡4 + 𝜌𝐴
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2 + 𝑐
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑘𝑢 = 𝑞(𝑥, 𝑡), (1) 

𝐸𝐼
𝜕4𝑢

𝜕𝑥4 − 𝜌𝐼
𝜕4𝑢

𝜕𝑥2𝜕𝑡2 + 𝜌𝐴
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2 + 𝑐
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑘𝑢 = 𝑞(𝑥, 𝑡), (2) 

𝐸𝐼
𝜕4𝑢

𝜕𝑥4 + 𝜌𝐴
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2 + 𝑐
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑘𝑢 = 𝑞(𝑥, 𝑡). (3) 

 
1 Шаповалов, С.Н. Действие подвижной нагрузки на балку, лежающую на упругом основании с переменными 

параметрами: дис. канд. тех. наук: 05.23.17 / Сергей Николаевич Шаповалов. — М., 2004. — 133 с. 
2 Александров А.В., Потапов В.Д. Основы теории упругости и пластичности. — Учеб. для строит. спец. вузов. 

М.: Высш. шк., 1990, 400 с. 

3 Александров А.В., Потапов В.Д., Зылев В.Б. Строительная механика. В 2 кн. Кн. 2 Динамика и устойчивость 

упругих систем: учебное пособие для вузов. / Под ред. А.В. Александрова. М.: Высш. шк., 2008, 384 с.: ил. 

4 Тимошенко С.П., Гере Дж. Механика материалов: Учебник для вузов. 2-е изд., стер. СПб.: Издательство 

«Лань», 2002, 672 с. 
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Здесь E — модуль упругости балки; G — модуль сдвига; I — момент 

инерции поперечного сечения балки; ρ — плотность материала балки; 

A — площадь поперечного сечения балки; k — коэффициент постели 

упругого основания; c — коэффициент демпфирования основания; 

γ — коэффициент влияния формы; q(x,t) — интенсивность воздействия на 

балку. 

В качестве подвижной нагрузки рассмотрим сосредоточенную силу 

P, движущуюся по балке с постоянной скоростью: 𝑞(𝑥, 𝑡) = 𝑃𝛿(𝑥 − 𝑉𝑡). 

Такая нагрузка может приближённо описывать воздействие колёсной пары 

на рельсы. 𝛿(𝑥 − 𝑉𝑡)  — дельта функция Дирака [9]. В понятие 

обобщённой функции мы вкладываем следующий смысл: невозможно 

определить значение физической величины (в нашем случае 

сосредоточенной силы) в точке, а можно только определить её средние 

значения в некоторой малой окрестности этой точки, а потом вычислить 

предел последовательности этих средних значений и использовать его как 

искомое значение физической величины [13]. 

Граничные условия для бесконечно длинной балки имеют 

следующий вид: 

при 𝑥 − 𝑉𝑡 → ∞, 𝑥 − 𝑉𝑡 → −∞: 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢′(𝑥, 𝑡) = 𝑢"(𝑥, 𝑡) = 𝑢′′′(𝑥, 𝑡) = 0. 

Задача решается в перемещениях. 

2. Моделирование колебаний балки Тимошенко 

2. Vibrations simulation of the Timoshenko beam 

В качестве основной расчетной модели рассмотрим дифференциальное 

уравнение балки Тимошенко (1) на сплошном упругом основании при 

воздействии постоянной силы, движущейся с постоянной скоростью. 

Для решения дифференциального уравнения (1) применим 

интегральное преобразование Фурье, используя следующие основные 

соотношения [14]: 

𝑈(𝜈, 𝜔) = ∫ ∫ 𝑢(𝑥, 𝑡) exp(𝑖𝜈𝑥) exp(𝑖𝜔𝑡) 𝑑𝑥𝑑𝑡
∞

−∞

∞

−∞
, (4) 

𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

4𝜋2 ∫ ∫ 𝑈(𝜈, 𝜔) exp(−𝑖𝜈𝑥) exp(−𝑖𝜔𝑡) 𝑑𝜈𝑑𝜔
∞

−∞

∞

−∞
. (5) 

Здесь 𝜈, 𝜔  — переменные преобразования Фурье в комплексной 

плоскости; 𝑈(𝜈, 𝜔) — изображение Фурье функции 𝑢(𝑥, 𝑡). 

После преобразований уравнение (1) примет вид: 

(𝐸𝐼𝜈4 − 𝜌𝐼𝜈2𝜔2 −
𝜌𝐸𝐼

𝛾𝐺
𝜈2𝜔2 +

𝜌𝐼

𝛾𝐺
𝜔4 − 𝜌𝐴𝜔2 − 𝑖𝜔𝑐 + 𝑘) 𝑈(𝜈, 𝜔) = 2𝜋𝑃𝛿(𝜔 + 𝜈𝑉). (6) 
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Получим Фурье-образ функции прогиба: 

𝑈(𝜈, 𝜔) =
2𝜋𝑃𝛿(𝜔+𝜈𝑉)

(𝐸𝐼𝜈4−𝜌𝐼𝜈2𝜔2−
𝜌𝐸𝐼

𝛾𝐺
𝜈2𝜔2+

𝜌𝐼

𝛾𝐺
𝜔4−𝜌𝐴𝜔2−𝑖𝜔𝑐+𝑘)

. (7) 

Так как, согласно свойствам, дельта функции [13], 

∫ 𝑓(𝜔)𝛿(𝜔 − 𝜔0)𝑑𝜔 = 𝑓(𝜔0)
∞

−∞
, переход в пространство оригиналов 

осуществляется следующим образом: 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 

=  
1

4𝜋2
∫ ∫

2𝜋𝑃𝛿(𝜔 + 𝜈𝑉)𝑒−𝑖𝜈𝑥𝑒−𝑖𝜔𝑡

(𝐸𝐼𝜈4 − 𝜌𝐼𝜈2𝜔2 −
𝜌𝐸𝐼
𝛾𝐺

𝜈2𝜔2 +
𝜌𝐼
𝛾𝐺

𝜔4 − 𝜌𝐴𝜔2 − 𝑖𝜔𝑐 + 𝑘)

∞

−∞

∞

−∞

𝑑𝜈𝑑𝜔 = 

=  
𝑃

2𝜋
∫ ∫

𝑒−𝑖(𝜈𝑥+𝜔𝑡)

(𝐸𝐼𝜈4 − 𝜌𝐼𝜈2𝜔2 −
𝜌𝐸𝐼
𝛾𝐺

𝜈2𝜔2 +
𝜌𝐼
𝛾𝐺

𝜔4 − 𝜌𝐴𝜔2 − 𝑖𝜔𝑐 + 𝑘)

∞

−∞

𝛿(𝜔 + 𝜈𝑉)
∞

−∞

𝑑𝜈𝑑𝜔 = 

= 
𝑃

2𝜋
∫

𝑒−𝑖(𝜈𝑥−𝜈𝑉𝑡)

(𝐸𝐼𝜈4−𝜌𝐼𝜈4𝑉2−
𝜌𝐸𝐼

𝛾𝐺
𝜈4𝑉2+

𝜌𝐼

𝛾𝐺
𝜈4𝑉4−𝜌𝐴𝜈2𝑉2+𝑖𝜈𝑉𝑐+𝑘)

∞

−∞
𝑑𝜈. 

(8) 

Для определения зависимости прогиба от пространственной 

координаты можно воспользоваться теорией вычетов [15], для чего 

необходимо знать корни знаменателя подынтегрального выражения (8). 

Знаменатель подынтегрального выражения представляет собой 

полином четвёртого порядка и, следовательно, имеет четыре корня. Два 

корня расположены в верхней полуплоскости и два в нижней (рис. 2). 

 

Рисунок 2. Схема расположения корней знаменателя подынтегрального 

выражения (8) на комплексной плоскости (схема составлена авторами) 

Figure 2. Location diagram of the integration element 

denominator roots (8) on the complex plane (diagram compiled by the authors) 

Для определения функции прогиба перед движущейся силой при 

𝑥 − 𝑉𝑡 > 0 необходимо вычислить интеграл (8) по контуру, лежащему в 

нижней полуплоскости (рис. 2). В выражение для этого интеграла вносят 

вклад только полюсы, лежащие в нижней полуплоскости. Поэтому 

функцию прогиба можно представить в виде: 


4
 

3
 


2
 

1
 

Im 

Re 
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𝑢(𝑥, 𝑡) =  
𝑃2𝜋𝑖

2𝜋
[∑ 𝑅𝑒𝑠 (

𝑒−𝑖(𝜈𝑥−𝜈𝑉𝑡)

(𝐸𝐼𝜈4−𝜌𝐼𝜈4𝑉2−
𝜌𝐸𝐼

𝛾𝐺
𝜈4𝑉2+

𝜌𝐼

𝛾𝐺
𝜈4𝑉4−𝜌𝐴𝜈2𝑉2+𝑖𝜈𝑉𝑐+𝑘)

)𝜈3,4
]. (9) 

Аналогично для прогибов за движущейся силой при 𝑥 − 𝑉𝑡 < 0: 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑃𝑖 [∑ 𝑅𝑒𝑠 (
𝑒−𝑖(𝜈𝑥−𝜈𝑉𝑡)

(𝐸𝐼𝜈4−𝜌𝐼𝜈4𝑉2−
𝜌𝐸𝐼

𝛾𝐺
𝜈4𝑉2+

𝜌𝐼

𝛾𝐺
𝜈4𝑉4−𝜌𝐴𝜈2𝑉2+𝑖𝜈𝑉𝑐+𝑘)

)𝜈1,2
]. (10) 

Вычет функции, представляющей собой частное от деления двух 

функций 𝑓(𝜈) =
𝑔(𝜈)

𝜓(𝜈)
 можно представить в виде: 𝑅𝑒𝑠 𝑓(𝜈) =

𝑔(𝜈)

𝜓′(𝜈)
 [15]. 

Тогда: 

𝑅𝑒𝑠 (
𝑒−𝑖(𝜈𝑥−𝜈𝑉𝑡)

(𝐸𝐼𝜈4 − 𝜌𝐼𝜈4𝑉2 −
𝜌𝐸𝐼
𝛾𝐺

𝜈4𝑉2 +
𝜌𝐼
𝛾𝐺

𝜈4𝑉4 − 𝜌𝐴𝜈2𝑉2 + 𝑖𝜈𝑉𝑐 + 𝑘)
) = 

=
𝑒−𝑖(𝜈𝑥−𝜈𝑉𝑡)

(4𝐸𝐼𝜈3−4𝜌𝐼𝜈3𝑉2−4
𝜌𝐸𝐼

𝛾𝐺
𝜈3𝑉2+4

𝜌𝐼

𝛾𝐺
𝜈3𝑉4−2𝜌𝐴𝜈𝑉2+𝑖𝑉𝑐)

. 

(11) 

Выполнив расчет вычетов, получим функцию прогиба перед 

движущейся силой при 𝑥 − 𝑉𝑡 > 0: 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑃𝑖 [∑
𝑒−𝑖(𝜈𝑥−𝜈𝑉𝑡)

(4𝐸𝐼𝜈3−4𝜌𝐼𝜈3𝑉2−4
𝜌𝐸𝐼

𝛾𝐺
𝜈3𝑉2+4

𝜌𝐼

𝛾𝐺
𝜈3𝑉4−2𝜌𝐴𝜈𝑉2+𝑖𝑉𝑐)

𝜈3,4
], (12) 

и функцию прогиба за движущейся силой при 𝑥 − 𝑉𝑡 < 0: 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑃𝑖 [∑
𝑒−𝑖(𝜈𝑥−𝜈𝑉𝑡)

(4𝐸𝐼𝜈3−4𝜌𝐼𝜈3𝑉2−4
𝜌𝐸𝐼

𝛾𝐺
𝜈3𝑉2+4

𝜌𝐼

𝛾𝐺
𝜈3𝑉4−2𝜌𝐴𝜈𝑉2+𝑖𝑉𝑐)

𝜈1,2
]. (13) 

3. Моделирование колебаний Балки Рэлея 

Rayleigh Beam vibrations simulation 

Модель балки Рэлея можно рассматривать как частный случай 

модели балки Тимошенко, полагая параметры сдвига равными нулю: 

𝐸𝐼
𝜕4𝑢

𝜕𝑥4
− 𝜌𝐼

𝜕4𝑢

𝜕𝑥2𝜕𝑡2
+ 𝜌𝐴

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
+ 𝑐

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑘𝑢 = 𝑃𝛿(𝑥 − 𝑉𝑡). (14) 

Рассмотрим ключевые моменты решения задачи для этой модели. 

Фурье-образ функции прогиба: 

𝑈(𝜈, 𝜔) =
2𝜋𝑃𝛿(𝜔+𝜈𝑉)

(𝐸𝐼𝜈4−𝜌𝐼𝜈2𝜔2−𝜌𝐴𝜔2−𝑖𝜔𝑐+𝑘)
. (15) 

Функция прогиба при переходе в пространство оригиналов через 

обратное преобразование Фурье: 

𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝑃

2𝜋
∫

𝑒−𝑖(𝜈𝑥−𝜈𝑉𝑡)

(𝐸𝐼𝜈4−𝜌𝐼𝜈4𝑉2−𝜌𝐴𝜈2𝑉2+𝑖𝜈𝑉𝑐+𝑘)

∞

−∞
𝑑𝜈. (16) 
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Функция прогиба перед движущейся силой при 𝑥 − 𝑉𝑡 > 0: 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑃𝑖 [∑
𝑒−𝑖(𝜈𝑥−𝜈𝑉𝑡)

(4𝐸𝐼𝜈3−4𝜌𝐼𝜈3𝑉2−2𝜌𝐴𝜈𝑉2+𝑖𝑉𝑐)𝜈3,4
]. (17) 

Функция прогиба за движущейся силой при 𝑥 − 𝑉𝑡 < 0: 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑃𝑖 [∑
𝑒−𝑖(𝜈𝑥−𝜈𝑉𝑡)

(4𝐸𝐼𝜈3−4𝜌𝐼𝜈3−2𝜌𝐴𝜈𝑉2+𝑖𝑉𝑐)𝜈1,2
]. (18) 

4. Моделирование колебаний балки Эйлера-Бернулли 

4. Euler-Bernoulli beam vibrations simulation 

Модель балки Эйлера-Бернулли можно рассматривать как частный 

случай модели балки Тимошенко, полагая параметры сдвига и кручения 

равными нулю: 

𝐸𝐼
𝜕4𝑢

𝜕𝑥4
+ 𝜌𝐴

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
+ 𝑐

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑘𝑢 = 𝑃𝛿(𝑥 − 𝑉𝑡). (19) 

Рассмотрим ключевые моменты решения задачи для этой модели. 

Фурье-образ функции прогиба: 

𝑈(𝜈, 𝜔) =
2𝜋𝑃𝛿(𝜔+𝜈𝑉)

(𝐸𝐼𝜈4−𝜌𝐴𝜔2−𝑖𝜔𝑐+𝑘)
. (20) 

Функция прогиба при переходе в пространство оригиналов через 

обратное преобразование Фурье: 

𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝑃

2𝜋
∫

𝑒−𝑖(𝜈𝑥−𝜈𝑉𝑡)

(𝐸𝐼𝜈4−𝜌𝐴𝜈2𝑉2+𝑖𝜈𝑉𝑐+𝑘)

∞

−∞
𝑑𝜈. (21) 

Функция прогиба перед движущейся силой при 𝑥 − 𝑉𝑡 > 0: 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑃𝑖 [∑
𝑒−𝑖(𝜈𝑥−𝜈𝑉𝑡)

(4𝐸𝐼𝜈3−2𝜌𝐴𝜈𝑉2+𝑖𝑉𝑐)𝜈3,4
]. (22) 

Функция прогиба за движущейся силой при 𝑥 − 𝑉𝑡 < 0: 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑃𝑖 [∑
𝑒−𝑖(𝜈𝑥−𝜈𝑉𝑡)

(4𝐸𝐼𝜈3−2𝜌𝐴𝜈𝑉2+𝑖𝑉𝑐)𝜈1,2
]. (23) 

5. Численные примеры 

5. Numerical examples 

В качестве численного примера рассмотрим балку со следующими 

характеристиками: погонная масса m = 320 кг/м, площадь поперечного 

сечения A = 83*10-4 м2, момент инерции I = 354*10-7 м4, коэффициент 

влияния формы γ = 3,6, модуль упругости E = 2*1011 Па, G = 7,7*1010 Па; 

коэффициент постели k = 7,5 МПа (грунт средней плотности). 
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Для балки Тимошенко найдем корни знаменателя выражения 

функции прогиба: 

𝐸𝐼𝜈4 − 𝜌𝐼𝜈4𝑉2 −
𝜌𝐸𝐼

𝛾𝐺
𝜈4𝑉2 +

𝜌𝐼

𝛾𝐺
𝜈4𝑉4 − 𝜌𝐴𝜈2𝑉2 + 𝑖𝜈𝑉𝑐 + 𝑘 =  0. (24) 

Для нахождения корней использовался встроенный решатель 

MATLAB. 

Полученные для разных скоростей движения значения приведены в 

таблице 1. 

Таблица 1 / Table 1 

Корни выражения (23) при разных скоростях движения подвижной нагрузки 

Expression roots (23) at different moving load speeds 

Скорость V, м/с 
Speed V, m/s 

Корни многочлена четвёртой степени 
Quartic polynomial roots 

𝜈1 𝜈2 𝜈3 𝜈4 

10 0.7178 + 0.7166i -0.7178 + 0.7166i -0.7185 - 0.7166i 0.7185 - 0.7166i 

50 0.7353 + 0.6975i -0.7353 + 0.6975i -0.7386 - 0.6975i 0.7386 - 0.6975i 

100 0.7895 + 0.6341i -0.7895 + 0.6341i -0.7964 - 0.6341i 0.7964 - 0.6341i 

Составлена авторами / Compiled by the authors 

Подставляя полученные корни в выражения (12) и (13) при условии, 

что x = 0, построим график зависимости прогибов балки в начале 

координат от времени при разных скоростях (рис. 3). 

 

Рисунок 3. Прогибы балки в начале координат (x = 0) 

при разных скоростях движения (графики получены авторами) 

Figure 3. Beam defects at the origin (x = 0) 

at different speeds (graphs obtained by the authors) 

Аналогично, приняв t = 0, найдем прогибы балки в момент 

прохождения силой начала координат при разных скоростях (рис. 4). 

Для моделей балок Рэлея и Эйлера-Бернулли графики идентичны. 

Имеются только малые расхождения в тысячную долю миллиметра, 

заметные при оценке прогибов в точке приложении силы. 
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Рисунок 4. Прогибы балки в начальный момент времени 

(t = 0), когда нагрузка проходит нулевую точку, при разных 

скоростях движения (графики получены авторами) 

Figure 4. Beam defects at the initial moment of time (t = 0), when 

the load passes the zero point, at different speeds (graphs obtained by the authors) 

Для их определения подставим значения t = 0 и x = 0 в выражения 

(13, 18, 23). Для балки Тимошенко получим: 

𝑢 =  𝑃𝑖 [∑
1

(4𝐸𝐼𝜈3−4𝜌𝐼𝜈3𝑉2−4
𝜌𝐸𝐼

𝛾𝐺
𝜈3𝑉2+4

𝜌𝐼

𝛾𝐺
𝜈3𝑉4−2𝜌𝐴𝜈𝑉2+𝑖𝑉𝑐)

𝜈1,2
]. (25) 

Для балки Рэлея: 

𝑢 =  𝑃𝑖 [∑
1

(4𝐸𝐼𝜈3−4𝜌𝐼𝜈3𝑉2−2𝜌𝐴𝜈𝑉2+𝑖𝑉𝑐)𝜈1,2
]. (26) 

Для балки Эйлера-Бернулли: 

𝑢 =  𝑃𝑖 [∑
1

(4𝐸𝐼𝜈3−2𝜌𝐴𝜈𝑉2+𝑖𝑉𝑐)𝜈1,2
]. (27) 

Таблица 2 / Table 2 

Прогибы балок в точке приложения силы 

Beam defects at the force application point 

Скорость V, м/с 
Speed V, m/s 

Прогиб в точке приложения силы, м 
Defect at the force application point, m 

Модель Эйлера-Бернулли 
Euler-Bernoulli model 

Модель Рэлея 
Rayleigh model 

Модель Тимошенко 
Timoshenko model 

10 0.005506 0.005506 0.005506 

50 0.005657 0.005658 0.005657 

100 0.006225 0.006229 0.006225 

Составлена авторами / Compiled by the authors 

Как видно из таблицы, на рассмотренных скоростях разница в 

прогибах для разных моделей балок несущественна, но она возрастает с 

увеличением скорости. Для более полного анализа найдем значения 

максимальных прогибов и сравним их со значениями прогибов в точке 

приложения силы для скоростей, больше рассмотренных ранее. 
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Отмечено [15], что максимальные значения прогибов балок на 

упруго-вязком основании возникают за движущейся нагрузкой. На 

рассмотренных ранее скоростях отставание координаты максимального 

прогиба от точки приложения силы было несущественным, но с 

увеличением скорости, данное отставание, а следовательно, и разница 

между прогибами в точке приложении силы и максимальными прогибами 

возрастает. 

Для нахождения максимальных прогибов, вычислим значения 

функций прогиба балок за движущейся силой (13, 18, 23) по скорости (в 

диапазоне от 100 до 300 м/с) и по времени (в диапазоне от t = 0 до t = 0,01), 

находя для каждой скорости соответствующее значение максимального 

прогиба. Сопоставим графики прогиба в точке приложения силы и 

максимального прогиба для балки Тимошенко (рис. 5). 

 

Рисунок 5. Графики максимального прогиба и прогиба в точке 

приложения силы для балки Тимошенко (графики получены авторами) 

Figure 5. Graphs of maximum defect and defect at the force 

application point for the Timoshenko beam (graphs obtained by the authors) 

Из графиков видно, что значение критической скорости лежит в 

диапазоне от 210 до 220 м/с. 

 

Рисунок 6. Графики максимального прогиба и прогиба в точке 

приложения силы для трех моделей балок (графики получены авторами) 

Figure 6. Graphs of maximum defect and defect at the force  

application point for three beam models (graphs obtained by the authors) 
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Также, можно заметить, что после достижения критической 

скорости смещение максимального прогиба относительно точки 

приложения силы существенно возрастает, а значение прогиба в точке 

приложении силы стремится к нулю. 

Для сравнения результатов для разных моделей балок построим 

графики максимальных прогибов для трех моделей балок в диапазоне 

скоростей от 210 до 220 м/с (рис. 6). 

Как видно из графиков, при скоростях, близких к критической и 

больших, максимальный прогиб, возникающий за движущейся силой, 

существенно больше прогиба в месте приложения силы. При этом сами 

величины максимальных прогибов для разных моделей балок отличаются 

пренебрежимо мало, в то время как критические скорости отличаются в 

пределах 0,5 %. 

Заключение 

Conclusion 

Проведенный сравнительный анализ показал, что все три 

рассмотренные модели изгибаемых балок дают очень близкие результаты 

при моделировании прогибов при действии подвижной нагрузки. Таким 

образом применение модели Эйлера-Бернулли при расчёте конструкций с 

использованием предлагаемой методики позволяет добиться адекватной 

точности результатов, в тоже время, не перегружая математическую 

модель. Приведенные результаты показывают, что величина прогиба 

существенно зависит от скорости движения подвижной нагрузки. 

Описанная методика может быть эффективна использована при 

проектировании и оптимизации конструкции пути высокоскоростных 

железнодорожных линий. 
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